
Exercices de Mathematiques 

SOMMES DE RlEMANN (I) 

/ 

Enonces 


Enonces des exercices 


Exercice 1 [ Indication 1 [ Correction 


■l pi 

Calculer j x 2 dx et / X 3 dx en ntilisant des sommes de Riemman. 

o Jo 


Exercice 2 [ Indication 1 [ Correction 


k=pn 


l 


Calculer la limite quand n tend vers +oo, de S n = — (avec p G IN*) 

IV 


k=n 


Exercice 3 [ Indication 1 [ Correction 


Calculer lim S n , avec S n = (C 

71 ^ + 00 


Exercice 4 [ Indication 1 [ Correction 


Calculer lim S n , avec S, n = 


1 


n 


n^+oo 


'n 


ri\ n 




k = 1 


Exercice 5 [ Indication 1 [ Correction 


Soit / une application continue snr [0, 1], strictement positive. 

Montrer qne / lnf(x)dx<ln / f(x) dx. 

Jo Jo 
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Exercices de Mathematiques 





Sommes de Riemann (I) 
Indications, resultats 


Indications ou resultats 


Indication pour l’exercice 1 Retour a l’enonce 

i 


A f l 2 i i 1 A k 2 

Ecnre x ax = lim — > — 

lo n^+oo n ' n 1 

k = 1 


f 1 1 n 

et / t 3 dir = lim — > 

In n^+oo n ' 

,/u k = 1 


A: 3 

n 3 


Indication pour l’exercice 2 [Retour a l’enonce 


1 1 

,S'„ est une somme de Riemann de fix) = — , de pas — , sur le segment 1 ,p 

x n 

Sa limite, quand n tend vers +cxd, est lnp. 


Indication pour l’exercice 3 [Retour a l’enonce 


Verifier que In S n est une somme de Riemann de x ^ In x sur [1,2 

4 

En deduire que lorsque n tend vers +oo, S n tend vers 

e 


Indication pour l’exercice 4 [Retour a l’enonce 


Constater que S n est une somme de Riemann de i ^ Jlx sur [0, 1]. Done lim S n = - 


n^ + CX) 


Indication pour l’exercice 5 [Retour a l’enonce 


r i 1 

Passer par une somme de Riemann de / sur 0, 1 , de pas — . 

' * n 

Utiliser la concavite de x h- > InT, puis passer a la limite quand n — > +oo 
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Exercices de Mathematiques 



Corriges des exercices 


Corrige de l’exercice 1 [ Retour a Fenonce 


Soit / : [a, b] — » IR une application continue par morceaux. 


rb b — a — f 

On rappelle que / fix) cFr = lim > /( a + 

J n— >>+00 n ^ J V 


k(b — a) 


n 


a k = 1 

On applique ce qui precede a F application x i— » x 2 sur [ 0, 1 

1 i n k 2 


F 1 1 . n ' fc 2 1 . n „ 

On obtient / x 2 dir = lim — } — = lim — } k 

Jq 7w+oo n ^ ^ n^+oo n 4 ^ ^ 


fe=i 
n , 3 


k = 1 
n 


= lim 

n^+oo 


^ . r o , n 1 ^ k 6 n 1 7 

De meme x dx = lim — > — = lim — > k 

In n—^+oc n ^ J Tl 6 n— >+oo n 4 ^ — J 

J(j k = i k = i 


3 = lim — — 

n^+oo 4 72 z 


(n + l)(2n + 1) 
6n 2 

(n + l) 2 1 


1 

3 


4 


Corrige de l’exercice 2 [ Retour a Fenonce 


1 k 

Posons /be) = — , et 0^ = 1 4 — , avec k 6 { 0 ,n(p — 1 )}. 
x n 


1 


Les coefficients torment une subdivision reguliere de [l,p], de pas — . 

n 

np n(p- 1 ) n(p- 1 ) 

Avec ces notations, S n = 7 — = — > = — y /(cO. 

' -J Lr- n / mJ /C 1 -1 m 


k n *■ — ' A_i_i n 

k=n k = 0 ^ ' 1 /c =0 

On reconnait une somme de Riemann de / sur le segment [1 ,p . 

1 f p 

Sa limite, quand le pas h = — tend vers 0 , est / fix ) da: = [In am = In p. 

n J 1 


np 


1 


Conclusion : lim ) — = lnp. 


n— >+ 00 ^ — ' k 
k=n 


Corrige de l’exercice 3 [ Retour a Fenonce 


„ , r , i, vmy. i, /i “ . ,.\ 1 , JL / k\ 1 " , / k 

On a In 5 n = - In = - In ( — - ( n + ^) ) = “ ln 11 ( 1 + “ ) = - S l n ( 1 + “ 

n (n\) z n \n! / n ^_i V nJ 


k 


n 


k = 1 


n 


Ainsi In , 5 ',, est une somme de Riemann de .x 1— > In ./• sur [1,2 


On en deduit lim In 5 b = / In x dx = [x In x — x]i = 2 In 2 — 1 

n^+00 J 1 

4 

Conclusion : lorsque n tend vers +00, o n tend vers 

e 


In-. 

e 
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Exercices de Mathematiques 


SOMMES DE RlEMANN (I) 

Corriges 


CORRIGE DE L’EXERCICE 4 

On constate que S n = 

k± 


k= 1 


r 1 

On en deduit lim S n 

= / 

n^+oo 

Jo 

CORRIGE DE L’EXERCICE 5 



X . / rp 

L3 


1 1 2 

jo “ 3 


x sur 


0,1 


k 

Soit n > 1 un entier, et la subdivision de [0, 1] definie par Xk = — ■ 

n 

1 n / f 1 

On sait que la somme de Riemann S n = — In /(xd verifie lim/^ = / In f(x) dx. 

n k= i Jo 

1 n r 1 

x i — * In x est concave done ,5' n < In S' n . avec S' n = — E /(x*). Or lim S n = f(x) dx, 

n fe= i n^oo Jq 

Quand n — > +oo, l’inegalite ,S' n < lnS^ donne done / ln/(x) dx < In / /(x) dx. 

Jo Jo 
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